Tésnost prolozeni

Statisticka analyza rezidui

Pro aditivni modely méreni:
e, = vy, - fix, b)

1

vektor rezidui & souvisi s vektorem chyb € podle
e = (E-P)ce
kde a Py, jsou prvky projek¢ni matice P,

Kazdé reziduum je ptfiblizné€ linearni kombinaci vsech chyb
& = § - i, Py &
k=1

ale u malych vybéru je rusivy efekt supernormality,



1. Graficka analyza rezidui

a) odlehlé (extrémni) hodnoty v souboru rezidui,

b) trend v reziduich,

¢) nedostate¢né stiidani znaménka u rezidui,

d) chybny model nebo vzajemnou zavislost rezidui,

¢) heteroskedasticitu (nekonstantnost rozptylu) zavisle promén-
ne (mefene) veli€iny y,

f) nahlou zménu podminek pii méieni hodnot y.



a) odlehla hodnota v datech; d) chybny model;

b) trend v reziduich; ¢) heteroskedasticita;

¢) nedostate¢né stridani znaménka f) nahla zména podminek
rezidui;



2. Numericka analyza rezidui
|. Stfedni hodnota rezidui, E(¢), by se méla rovnat nule,

2. Prumérné reziduum |e| = i Y |&| by se mé&lo rovnat

n -
nahodné chybé.

3. Smérodatna odchylka stfedni hodnoty rezidui s(&) by se méla
rovnat nahodné chybg.

4. Koeficient Sikmosti g,(&) se pro Gaussovo rozdéleni rovna
nule.

5. Koeficient Spicatosti g,(&) se pro Gaussovo rozd€leni rovna

tfem.



Obecné testacni charakteristiky:
— P
T, = El el [f(x, b)

a) Testacni charakteristika T,, by méla byt (piiblizn€) rovna
nule, protoze oby&ejné plati, ze &' f(x;, b) = 0.

b) Testacni charakteristika T,, ukazuje na heteroskedasticitu.

¢) Testaéni charakteristika T,, ukazuje na chybné navrzeny
model,

d) Testacni charakteristika T, , by mé&la byt piiblizn€ rovna nule,



3. Analyza vlivnych bodu

Vychézi se z jednokrokové aproximace odhadu by;

JTNH1J. e
b(i)l = b'( J) —
] - P.

n

kde P, jsou prvky projek¢ni matice,

a) Charakteristika DFS;; vyjadfuje vliv i-t¢ho bodu na odhad
j-tého parametru

b. = b
DFSij & (&)

AL




kde 2 je odhad rozptylu vy¢isleny pfi vynechani i-t€ho bodu
(1)
podle vztahu

U(b) - TP,

n

n-m-1

2
So) =

a symbol V; znaéi prvky matice V= (J" J)".
Test: i-ty bod se povazuje za vlivny, pokud je DFS; > 2/Vn.

b) Jackknife rezidua &

€
€; =

S V1~ By
Test: silné vlivné body maji &, > 10.




¢) Vérohodnostni vzddlenost
LD, = 2 [InL(b) - InL(b ;)]

1

Pro ptipad MNC bude vérohodnostni vzdalenost ve tvaru
U(b ..

LD, = nln b

- U(b)

Test: Je-li LD, > x*,..(2), je dany bod silné vlivny, oby¢ejné se
voli o = 0.05.




Input dat Graficka analyza rezidui
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Graficke zavery o nalezenych odhadech
parametru z postaveneého chemického
(=nelinearniho regresniho ) modelu
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Distribucni diagram




Mirou vérohodnosti nalezenych odhadu regresniho
modelu je vzdy mira tésnosti prolozeni experimentalnich
bodu vypoctenou regresni kfivkou Cili statisticka analyza

rezidui prfed a po odstranéni outlieru.
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Miru tesnosti prolozeni je vhodné posuzovat dle velikosti
rezidui a jejich rozdeleni, a to predevsim dle stredni
hodnoty rezidui a symetrie rozdeleni (vyjadrenée
koeficientem Sikmosti a SpiCatosti).

2.81, 2.8
5 g
[mAU] [mAU] |
1.4 ﬁ # 1.4
{000 Om ‘O/O\ ” ,0\
10 o | lloo 0.74\ /& n
074 o 5O \ Q¢ o N6
%Q);SD%OOO\I 0%) ‘O/O Ooqudbocb%oQ)/ o¥
[ f

0 15 Spectrum 45 0 10 Spectrum 30



Symetrii a tvar rozdéleni vystihuje koeficient Sikmosti 9;
a Spicatosti g, ) pfed a po odstranéni outlieru.
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Postup tvorby nelinearniho regresniho modelu

1. Navrh regresniho modelu.
Obvykle se pouziva néjaka fyzikalni nebo empiricka zavislost.

2. Odhadovani parametrii.
K hledani minima kritéria regrese sc uziva iterativnich algoritmu, kritérium
minima souctu ¢tvercu rezidui.

3. Posouzeni kvality odhadii.
Kvalita nalezenych odhadi se posuzuje dle jejich intervali spolehlivosti
nebo pouze jejich rozptylu D(b)).

Pric¢inou vysokych rozptyli parametri byva také predc¢asné ukonceni
minimalizacniho procesu pred dosazenim minima.




4. Grafické posouzeni vhodnosti modelu.
Graficka analyza rezidui vyuziva rozptylového grafu rezidui vs. predikce a
odhali:

a) odlehl¢ hodnoty,

b) trend v reziduich,

¢) nedostatecné stiidani znaménka u rezidui,

d) heteroskedasticitu.

K ovéteni normality rozdéleni rezidui se uziji rankitové grafy a vycisleni
koeficientu Stkmosti g,(e) a SpiCatosti g,(e).




S. Zakladni statistické charakteristiky.

O piiblizeni modelu experimentalnim datiim informuje suma ¢tverci rezidui
v minimu U(b), ze které se vy¢&isli rezidudlni rozptyl 6* = U(b)/(n - m).

Z U(b) je odvozen koeficient determinace D a regresm  rabat, 100 D [%].
IR & ()
D =1 . ’ ™ Z Vi

;(yi B ﬂZ

Hamiltonitv R-faktor jc definovan R-faktor = ) ;

n

\ ;yi

a pro y = 0 plati, ze R’-faktor =1 - D a pro y # 0 pak plati vztah

R-faktor = |(1 - D) - ( _nD) ny :
\ EJ’:‘Z
i=1

Hamiltoniiv R-faktor ukazuje na rozdil mezi modelem
y = f{x, B) amodelem y = 0.




Mezi modely rozliSi Akaikove informacni kritérium

AIC = - L(b) + 2m.
Optimalni je model, pro ktery je A/C minimalni. Plati pfitom
aic = n YO s 2m

= n =



6. Regresni diagnostika.
Obsahuje pomucky analyzy regresniho tripletu, tj. pro
kritiku dat, kritiku modelu a kritiku metody.

Analyzou vlivnych bodu (vybocujici pozorovani a extrémy) se
identifikuji body, které siln¢ ovliviiuji odhadované parametry v modelu.

Pro aditivni modely méfeni a MNC jsou rezidua definovana
vztahem é. = y. - flx, b).



B. Analyza vlivnych bodii:

U linearnich regresnich modelii: je odhaleni vlivnych bodi VB pomoci
rezidui €, a prvku P, projekéni matice
P=XX"X"X".

U nelinearnich regresnich modeli: je proto ticba
konstruovat matici P vztahem

P=JJJ'J
kde Jje Jakobian €ili derivaci modelové funkce podle jednotlivych parametri
v danych bodech. Komplikace je v tom, ze jiz nelze vyjadiit odhady
parametru a rezidua jako linearni kombinaci experimentalnich dat.
Vychazi se proto z jednokrokov¢ aproximace odhadu b,

J'ntr, e

b.! = b ,
@ . =.pP.

n

kde P, jsou prvky projekéni matice P.



Charakteristika DFS;; vyjadiuje vliv i-t¢ho bodu na odhad j-t¢ho
1

by
parametru dle vztahu DFS; = - ,
$o Vi

kde .§(§) je odhad rozptylu vy¢isleny pfi1 vynechani i-t¢ho bodu

a2

€
) - 15
= 2, kde V, zna¢i prvky matice ¥V = (J* J)".
n— M = 1

a2
5o

Test: i-ty bod je vlivny, kdyZ je DFS, > 2/Vn.



Vlivné body VB lze identifikovat jednokrokovou aproximaci Jackknife

A

. €;

rezidui dle vztahu é, = .
S \/l ~ By

K vyjadieni vlivu jednotlivych bodu na odhady parametru lze pouzit zmény
vektoru vychyleni &, pt1 vynechani i-t¢ho bodu nebo zmény stiedni hodnoty
i-t¢ho rezidua pi1 vynechani i-t¢ho bodu:




Mezi nelinearni miry vlivu i-t¢ho bodu na odhady parametrii patfi
vérohodnostni vidalenost

LD, = 2 [InL®) - InL(b ,)]

)|
- Ub)
Do obou vztaht Ize dosadit bud’ odhady b, uréené regresi pii vynechani i-
t¢ho bodu, nebo b',, uréené z jednokrokové aproximace.

Test: Je-li LD, > y°, (2), je dany bod siln¢ vlivny a & = 0.05.

a pro MNC je ve tvaru LD, = nln

(a) VB ovliviiji odhady parametrt a relativni vychyleni /.

(b) Charakteristiky zaloZen¢ na aproximaci nelinearniho modelu neindikuyi
vzdy spravné piitomnost VB.

(c) Nejlepsi indikaci VB poskytuje LD, protoze umoziuje indikaci celé
skupiny vlivnych bodu, kde mize dojit k jejich vzajemnému "maskovani”.




7. Mapa citlivostni funkce.

U nelinearnich modelt existuje fada komplikaci:
-ncodhadnutelnost nékterych parametru,
-existence minima funkce U(B) jen pro nékteré regresni modely,
-vyskyt lokalnich minim,
-¢xistence sedlovych bodi, ovliviiujicich kriterialni funkci U(P) a
-Spatna podminénost parametr v regresnim modelu.

Problémy lze indikovat analyzou normalizovanych citlivostnich

5 f(x, B)

koeficienti G0 = P B,

I
[U—
L
.
-
3

J
I = LR

Pro vizualni posouzeni Spatné¢ podminénosti napt. multikolinearitou mezi
parametry 3, B, , se konstruuji citlivostni grafy zavislosti C,, a C,
nax,,i=1,..,nnebo zavislost normalizovanych citlivostnich koeficientu
pifimo na indexu i.



Citlivost regresnich modell na zménu parametru 3, vyjadiuje

x, B[
5

ktera je nekonstantni pro nelinearni parametry 3., v modelu f{x, ).

i ; 1y
celkova citlivostni funkce C, = . Z

Interpretace citlivostnich grafu parametru: kdyz jsou zavislosti C,,
na 3, v okoli bodii B, nebo b, ptiblizn¢ konstantni, indikuje to malou CllllVOSt
regresniho modelu ke zménam j-tého parametru, nebo je model fix, B)
vzhledem k parametru 3, linedrni.



8. Predik¢ni schopnost modelu “cross-validation”:
Data se¢ rozd¢li na dvé podskupiny M, (s indexy i = 1, ..., int(n/2)) a M, (s
indexy i = int(n/2) + 1, ..., n).
Oznaci se:
odhady parametru z bodu podskupiny M, jako b(M,) a
odhady parametru z bodu podskupiny M, jako b(M,).
Predik¢ni schopnost modelu se vyjadii kritériem K

U(b) |
Y b, - fix, BAL)F + Y [y, - fx,, bM)))

i€ M, ieM,

K =

Test: Predikéni schopnost modelu je tim vyS$si, ¢im vic se K blizi k 1.



Kritérium stéedni kvadratickd chyba predikce
] n
MEP = — >0, - fix, byl .
i=1

Test: Cim je MEP nizsi, tim je model vérohodngj$i a ma lepsi predikéni
schopnost.

9. Souhlas s pozadavky fyzikalniho smyslu.
Na odhady parametrii jsou kladena omezeni, vychazejici z fyzikalniho
smyslu. Odhady musi leZet v jisté predpokladané oblasti (napi. koncentrace
v oblasti kladnych cisel, molarni absorp¢ni koeficienty € v oboru Cisel 10 az
10°, konstanty stability log B, v oboru ¢isel 0 az 50 atd.).

par



